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) Examen de matemadticas
Algebra: Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss.
Algebra de matrices.

Nombre y apellidos:
Fecha:

1) Contesta razonadamente a las siguientes preguntas:

a. ¢Todo sistema de tres ecuaciones con cuatro incégnitas es compatible
indeterminado?

Falso. Contrajemplo:
x=0
x=1 verifica las condiciones propuestas y es claramente
x+ty+z+t=2

incompatible, ya que las dos primeras ecuaciones no pueden
cumplirse de forma simultdnea. (c.q.d.)

b. ¢Un sistema de cuatro ecuaciones con tres incoégnitas puede ser
incompatible?

Verdadero. Ejemplo:

[ x=0
x=1

3 5 verifica las condiciones propuestas y es incompatible,
X =

x+y+z=3

ya que las tres primeras ecuaciones no pueden ser simultdneamente
verdaderas. (¢.q.d.)

c. ¢Todo sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas es
compatible determinado?

Falso. Contraejempilo:

x=0

x=1 . . o .

3 5 fiene 4 ecuaciones y cuatro incognitas vy, sin
X =

x+y+z+t=3

embargo, es incompatible por la misma razén que los apartados
anteriores. (c.q.d.)
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d. ¢Un sistema homogéneo de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas
puede ser incompatible?

Falso.

Todo sistema homogéneo tiene términos independientes nulos, por lo
que sustituyendo todas las incognitas por 0 se consiguen siempre
igualdades verdaderas, o lo que es lo mismo, (0,0,0,0) es siempre una
solucion de todo sisterna homogéneo con cuatro incognitas, por lo
que siempre serd compatible.

Simbdlicamente, |a justificacidon anterior puede expresarse como
sigue:

Sea S cualquier sistema homogéneo de cuatro ecuaciones con
cuatro incognitas. Por definicion, S serd de la forma

(ax+by+cz+dt=0
ex+ fy+gz+ht=0 .
X para ciertos valores a,b,..., p 10,
ix+ jy+hkz+it=0
(mx +ny+iiz+ pt=0
En cualquier caso,
a0+b0+c0+d0=0
e0+ f0+g0+h0=0
<
i0+j0+4£0+/0=0
m0 + n0 + 70 + p0 =0
cualesquiera valores de a,b,..., p 1] ya que todos los productos

serdn nulos, luego (0,0,0,0) es solucion de cualquier sistema S

homogéneo de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas, lo que
equivale a decir que

seran cuatro igualdades ciertas para

todo sistema homogéneo de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas es compatible determinado pues tiene al menos una
solucion. (c.q.d.)
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2) Resuelve el siguiente sistema utilizando el método de Gauss e interpreta
geomeétricamente el conjunto de soluciones.

3x+2y+z=1
Sx+3y+3z=3

x+y+z=0

Resolucion

El método de Gauss se basa en el siguiente resultado:

Teorema

Si en un sistema de ecuaciones lineales

—_

Intercambiamos dos ecuaciones, o

2. Multiplicamos cualquiera de sus ecuaciones por cualquier
numero real distinto de cero, o

3. Sumamos a cualquiera de sus ecuaciones una combinacion

lineal de las restantes,

se obfiene ofro sistema de ecuaciones equivalente al primero.

Se frata entonces de aplicar el resultado anterior repetidamente para ir
consiguiendo una sucesion de sistemas, todos equivalentes al primero, cada vez
mas sencillos.

Dado que las fres operaciones admitidas afectan sélo a los coeficientes y no a las
variables, podemos simplificar el procedimiento operando sobre la matriz
ampliada del sistema.

3 2 1/0\O0(1 1 1)0) O (1 1 1 !0} O
53 3130053 2 11|oo™mLa]o -1 —201] OF-
11 110)0rF=\5 3 313)00m-lo -2 -213)0007?-
o (11 110
O~ |0 -1 -211
oorrolo o 2 1

Se obtiene asi el sistema de ecuaciones equivalente al dado:
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( 1 _
x+y+—=0 1 _
x+y+z=0 |x+y+z=0 % x"'y—_z x"'y—_z
<—y—22=1:<—y—22=1:<—y—23=13<—y—1=13< y=-2 =
L L 2 § §
x+(—2)=—l x——l+2 x—E
2 2
=<1 Yy=2 D4 y=-2 Diy=-
1 1 1
zZ=— zZ=— zZ=—
| 2 2 L 2
El sistema es compatible determinado y su Unica soluciéon es (x,y,z) = (5,—2,%)

Interpretacion geométrica

Cada una de las fres ecuaciones del sistema representa un plano del espacio
tridimensional que fienen un Unico punto en comun (el que corresponde a la
solucion del sistema).

El conjunto de soluciones estd, por tanto, formado por un Unico punto del espacio
tridimensional.

QObservacion

Podiamos haber continuado aplicando tfransformaciones hasta convertir la matriz
de coeficientes en la matrizidentidad. Es lo que se conoce como el método de
Gauss-Jordan.

3 2 1,001 1 1,0} 0O (1 1 1 10} O

|
|
| | |
5333|003 2 11|00 o|o -1 -211| Or7=
11 110jorrsls 37 313)000-0 -2 -213)007F-

|
|
|
Ort- (o -1 -211|08%~|0 -1 0! 2| 0=
orrolo o 2 11) OfF~ o 0o 21 1) OfF=

1y |3 [ _3

OMTr-(2 0 o/3\O0O-|1 O 0:5' X—E
|

O~ |0 -1 0}2|0F~|0 I 01-2|=qy=-2

o~ o o 201)ofiLlo o 1) & i
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1 2 -1
3) Calculaelrangode M =2 4 3
3 2 -1

Resolucion

Se define el rango de una matriz como el nidmero de filas (o columnas)
linealmente independientes de |la misma.

Se deduce de lo anterior que rango(M) <3 ya que la matriz sélo tiene 3 filas.
Sabemos también rango(M) =1 ya que no es la matriz nula.

Disponemos ademads del siguiente resultado tedrico:

Teorema
Si A es una matriz de orden 3x3, entonces:

. rango(A)=3 < elsistema homogéneo cuya matriz de

coeficientes es A tiene solucion unica (0,0,0)
2. rango(A)=2 < el conjunfo de soluciones del sistema

homogéneo cuya matriz de coeficientes es A es una recta.
3. rango(A)=1 < elconjunto de soluciones del sistema

homogéneo cuya matriz de coeficientes es A es un plano.

Por lo tanto, podemos calcularel rango de M resolviendo el sistemna de matriz

1 2 =110
|
ampliada |2 4 3 | 0] usando el método de Gauss.
|
3 2 =110

L2 -110) O (1 2 =-1l0

| |
2 4 310|080 0 50
3 2 -1lo)ot-lo -4 210

Escribiendo el sisfema asociado:
x+2y-3z=0 x+2y-30=0 x+20=0 x=0
5z=0 = z=0 = z=0 =4z=0.
—4y+2z=0 -4y +20=0 y=0 y=0
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De acuerdo con el Teorema anterior, puesto que el sistema tiene soluciéon Unica:
rango(M) =3| (c.q.d.)

QObservacion

Al resolver un sistemna de ecuaciones homogéneo por el método de Gauss la
columna de los términos independientes siempre serd nula, por lo que podiamos
haber ahorrado trabajo aplicando transformaciones vdlidas directamente a la
matriz M sin la columna de ceros.
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0 2 -1
4) Siendo 4A=|0 0 1 |,demuestraquelamatriz / + 4 + A4’ eslamatriz
0 0 O
inversade / - 4.
Resolucion

Por definicion de inversa de una matriz,

I + A4 + A serdlamatrizinversade I - 4
si y sOlo si
I + A4 + AHU-A=1

Efectuando los cdlculos:

0 2 -1}/(0 2 -1 0 0 2
A2=001-001=000]
0 0 0)l0O 0 O 0 0 O
1 0 O 0 2 -1 0 0 2 1 2 1
I+A4+A4°=|0 1 O]+[O 0 1]+[0 0 0|=|0 1 1
0 0 1 0 00 0 0 O 0 0 1
1 0 0) (0 1 -2 1
I-4=[0 1 0[-|0 =0 1 -1
00 1) (0 0 0 1

I + 4 + AU =4

1 =2 1 ' =-2+2 1-2+1

-[0 1 -1|=|0 11 -1+1 |=1
0 0 0 1

c.q
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5) Encuentra la matriz X que hace verdadera la igualdad 4-B"-X =-2C, siendo

1 0 3 -1 3 0
B'la matriz traspuesta de By 4 = 5 . B= y

-1 0 0 2 -2
1 4
C= |

Resolucion

Efectuando los cdlculos:
-1 0 -1 0
2

I 0 3 -1 -6
B = 3 2 AB' = 13 =
2 -1 0 -5 -2
0o -2 0 =2
-2 =8
-2C =
0 2
Sustituyendo en la igualdad buscada:

s el o

Para que sea posible el producto X debe tener 2 filas siendo el resultado del
producto una matriz de orden 2 x n. Para que sea posible la igualdad debe
entonces ser n=2. Podemos escribir entfonces:

-1 =-6)(x y) (-2 =8 -x—6z -—y—-6r) (-2 -8
(—5 —2}[2 rj_[o 2)9(—5#22 —5y—2tj_[0 2}’
((-x-6z=-2

{—5x—2z=0

{—y—6t=—8

= <

-5y —=2t=2
Como los dos sistemas tienen la missna matriz de coeficientes, podemos
resolverlos de forma conjunta:

(—1 =612 —8} arT - (—1 ~61-2 -g) 00~ (71 ~61-2 -8
-5 -2 0 2)oom-lo 2810 42)jodf-(0 11 O
1 1
0~ | g 4|3 3[00-]g |5 3
14 2 14 2
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Teniendo en cuenta que la 12 columna de la matriz de términos independientes se
correspondia con el sistema de ecuaciones con variables x, z y la 29 columna

con el sistema de variables y , t, podemos escribir los sistemas equivalentes
obtenidos, que son:

(1
Ty
s L
{1% 714 dedonde|X = 57 5 |
y=-1 5
3 14 2
{ 2

QObservacion

Conviene hacer notar que los dos sistemas conjuntos que hemos resuelto en
forma matricial resultan de unir las dos matrices de
-1 -6 -2 =8
X

-5 =2 0 /)4
Es por esto que podemos ahorrarnos el producto de matrices y el planteamiento
de los dos sistfemas de ecuaciones. No obstante, se debe tener mucho cuidado
con la asignacioén final de los resultados obtenidos, pues es facil situarlos mal al
sustituir en la matriz X.

Para evitar confusiones es mejor asignar las variables en X por columnas:

X = ros en lugar de por filas, ya que de este modo, tras aplicar el método de
y t

Gauss-Jordan, la matriz conseguida a la derecha coincidird exactamente con la

matriz X buscada, ya que asi dispuestas las variables, el primer sistema de

ecuaciones tendria variables x , y (encontrando sus soluciones en la primera

columna de coeficientes) y el segundo sistema variables z ,  (encontrando sus

soluciones en la segunda columna de coeficientes).

Ofra forma de proceder seria calcular la matriz inversa de s 5 alaque

llamaremos M y con ella:
-1 -6 -2 -8 _ . .
. X =M- y por ser M la inversa el primer producto serd la
-5 =2 0 2
matriz identidad y el primer miembro de la ecuacion serd simplemente X. Asi
bastard calcular el producto del segundo miembro y habremos encontrado la
matriz buscada, que existird si existe la inversa de la primera matriz.



