Prof. D. Miguel Angel Garcia Hoyo.

Departamento de Matematicas.

Matematicas II. Analisis Matematico.
(Actualizado: domingo, 31 de marzo de 2013)

I. Resumen de resultados teoricos.

a. Continuidad
1. Una funcidn,f, es continuaen x = a si f(a) = lim,_,, f(x).
Para que exista lim,._,, f(x) hace falta que existan los limites laterales y ambos coincidan.
Las funciones elementales, y las que resultan de la composicidn de éstas, son continuas en todo su dominio
(funciones polindmicas, racionales, irracionales, trigonométricas, exponenciales, logaritmicas).

4. Sidos funciones coinciden en todos los puntos de un intervalo abierto, entonces las dos funciones son
simultdneamente continuas o discontinuas en cada uno de los puntos de dicho intervalo abierto. Sin
embargo esto no es cierto para funciones que coinciden en intervalos cerrados, ya que puede ser que la
definicién de alguna de ellas cambie al otro lado del extremo del intervalo, pudiendo resultar una continuay
la otra discontinua en dicho extremo, tal y como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo

1 ,
— Six<?2

Estudie la continuidad de la siguiente funcion definida a trozos: fx) = xfl
Vx+2

si2<x<10
Resolucion.

Denotemos por f;(x) = ﬁyfz x) = \/% Deestaforma, f = fy en (—,2)y f = f, en [2,10).

Puesto que el denominador de f; sélo se anula si x=-1, f serd continua en (—o0, —1) U (—1,2) y discontinua en
x=-1.

Como f, es continua para todos los valores de x del intervalo abierto (2,10) (para dichos valores el radicando es
mayor o igual que 0y el denominador no se anula), f sera continua en (2,10).

f no esta definida en el intervalo [10, +0), luego no podra ser continua en dicho intervalo.

Falta estudiar la continuidad donde cambia la definicidn de la funcidn, esto es, en x = 2.

[ f@=p@=—==r
V22 2
1 1
. _ o L\ , . . _
{ JCll)nzq_f(x) x]lgl_ f1(x) xllgl_ TT1°3 =>4 }Cl_rg f(x) = fes discontinuaenx = 2
: . . 1 1
L - o )

no estadefinida en x € [10, +)
En resumen: f {escontinuaenx € (—o,—1) U (—1,2) U (2,10)
es discontinuaen x € {—1,2}
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b. Derivabilidad
5. Diremos que f es derivable en x = a si existe lim,_,, % y es finito. En tal caso, llamaremos derivada

de f en x = a al limite anterior, y la denotaremos por f'(a) (también se usan Df (a) y%(a)). Recuérdese

que el limite anterior sdlo existe si los limites laterales existen y coinciden.

f(a+h)—f(a)

6. Una definicidn equivalente a la anterior es f'(a) = limy,_, P

Ejemplo

Compruebe que las funciones f(x) = x> —2x + 1y g(x) = ﬁ son derivables en x = 3.

Resolucion.

=lim(x+1) =4
x—3

CfO-f3 . (x?-2x+1D)-09-6+1) _ x?-2x—-3 _ (x-3)(x+1)
lim——— = lim =lim =lim
x—3 x—3 x—3 x—3 x—3 x—3 x—3 x—3

Por lo tanto, f es derivable en x = 3, siendo f'(3) = 4

x 3 4x —3-(x+1)
limw=lim (x+1)_(Z) =lim G+ 1)-4 =lim I3 =lim ! =i
x>3 x—3 x—3 x—3 x—3 x—3 x-3(x=3)(x+1)-4 =x3(x+1)-4 16

Luego g es derivable en x = 3, siendo g'(3) = %

7. Unafuncién que no es continua en un punto NUNCA es derivable en ese mismo punto.
8. Las funciones elementales, y las que resultan de la composicidn de éstas, son derivables en todo su dominio.

Ejemplo
Demuestre que f(x) = x3 es derivable en x = a para cualquier valor de a € R.

Resolucion.

Utilizaremos en este ejemplo la definicién equivalente propuesta en el punto 6.

 fla+h)—f(a) . (a+h)BP®—-a®> _ (a®*+3a’h+3ah?+h3)—a®  3a’h+3ah?+h3
lim = lim————— = lim = lim
h-0 h h-0 h h-0 h h-0 h
h-(3a? + 3ah + h?
=;lirr(1) ( - )=’llirr(1)(3a2+3ah+h2) =3a? +3a-0+ 0% = 3a?

Como el valor anterior existe y es finito para cualquier valor de a , podemos concluir que f es derivable en
x = a,Va € R. Ademas, podemos afiadir que, para cualquier valor de a, f'(a) = 3a?, lo que nos permite definir
una nueva funcién a partir de la funcion f, a la que llamaremos funcién derivada de f.

9. Llamamos funcion derivada de la funcién f ala funcién f’ que a cada valor x de la variable independiente le
asigna f'(x) (cuando exista, claro estd).
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Ejemplo
Halle la funcién derivada de f(x) = i

Resolucion.
1 1 x—(x+h)
oy AN ) ¥R x_ . xthx —h o 1
f(x)_}ll—% h _;ll—% h _;Ll—% h _ilzl—rgh-(x+h)-x_1111—r>r(1)(x+h)~x
-1 -1

=(x+0)-x=F

. . - . -1
Como el valor anterior existe y es finito para cualquier valor de x # 0, f'(x) = = ,Vx € R\ {0}

10. El procedimiento anterior nos permite hallar la funcidn derivada de cualquiera de las funciones elementales,
obteniéndose los siguientes resultados:

Tabla de derivadas de las funciones elementales

e f(x)=a=constante = f'(x) =0

o f(x)=x%= f'(x) = ax® 1 (Va # 0, yaque x° = 1, por lo que la derivada seria la funcién nula)
o f(x) =sen(x) = f'(x) = cos (x)

o f(x)=cos(x) = f'(x) = —sen(x)

e f)=a"=f'x)=a"lna [f(x)=e"=f"(x)=e"]

o fW)=logex=f'(X)=—— [f()=Inx=f(x)=-]

xIna x

Nota: se han excluido las férmulas para las funciones racionales e irracionales elementales, ya que pueden
obtenerse con facilidad utilizando las propiedades de las potencias.

Ejemplo
Halle la funcién derivada de f(x) = %y g(x) = Vx

fx) = xi3 Sf=x=f(x)=-3x31=-3x"*=— n

9() =¥x = g =x"/s= g'(x) = %"(1/ )= %"_3/4 - 4x13/4 - wlﬁ .

11. Las funciones que resultan de operar o componer las funciones elementales se pueden derivar utilizando las
siguientes reglas de derivacién:

Algebra de'derivadas

e f=g+h= f =g+ h'(Laderivada de una suma (diferencia) coincide con la suma (diferencia) de las
derivadas).

o f=g-h=f"=g"-h+ g-h'(Laderivada de un producto coincide con la derivada del primer factor por
el segundo sin derivar mas el primer factor sin derivar por la derivada del segundo).

!
‘h—g-hs . : o .
o f= % =f'= % (La derivada de un cociente coincide con la derivada del numerador por el

denominador sin derivar menos el numerador sin derivar por la derivada del denominador, partido todo ello

por el denominador al cuadrado).
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Ejemplos

e f(X)=x+x3=f'(x) = (x>)" + (x3) = 5x* + 3x?

o f()=7xX=Ff'(X)=(7) -x>+7-(x°)=0-x5+7-(5x*) =0+ 35x* = 35x*

e Engeneral: f(x) = k- g(x) con k un nimero cualquiera =

=fx)=0()""gx)+k-g'(x)=0+k-g'(x) =k-g'(x)

e f(x)=2x"-3x*+6x—1= f'(x) = (2x%) — Bx*)' + (6x) — (1)) = 10x* —12x> + 6 -0

R f(x) _ )%_Z - f’(x) _ (sz)’-(x+(i);3()22x2)-(x+3)’ _ (4x)(x-|(—}3;1—3§§x2)-(1) _ 4x22-xlf;c)—22x2 _ 22;2:31)2236 _ 22:5_963—!)—2)
Nota: obsérvese que tanto numerador como denominador se han dejado descompuestos en factores. Esta
serd practica habitual, pues nos permitird determinar con mayor facilidad para qué valores de x la derivada

es positiva, negativa o nula, y extraer de ello conclusiones importantes acerca de la funcidn original, como se
mostrara en la seccién dedicada a las aplicaciones de las derivadas.
o f(x)=x%-senx—x3-cos x = f'(x) = [x?-senx] — [x3-cos x]' =
= [(x?) -senx + x% - (senx)'] — [(x3)" - cosx + x3 - (cos x)'] =
=[2x-senx + x2-cos x] —[3x?-cosx +x3: (—senx)] =
=2x-senx+x?-cosx —3x?-cosx +x3 -senx =
= x(x? + 2)sen x — 2x? cos x

Regla de la cadena para el calculo de la derivada de una composiciéon de funciones
f=hog=f'(x)=hr(9(x) g'()

Nota: las igualdades anteriores seran validas sélo para los valores de x para los que existan las derivadas de las
funciones g y h.

Ejemplos
o f(x)=e3**;f'(x) =e3**1.3
e f(x)= COSi ;f'(x) = —sen%- G), = —sen (i) ;_;
e f(x) = (senx)?;f'(x) = 2senx - (senx)’ = 2senxcosx = sen(2x)

) f(x) = (COS (Zxx_l)) ;f,(x) - cos(é) . (—sen (zxx_l)) . Zx_gczzx_l) - _csoesrzgix_T:;) % - ﬂ

Nota: cuando el numero de funciones compuestas es elevado, resulta conveniente escribir la descomposicion antes
de derivar. En el ejemplo anterior:

2x—1

x> gl =

y = h(y) = cos ()
z - i(z) =1In(2)

Deestaforma, f =ichog= f'(x) =g'(x)-h'(y) -i'"(2) = é - (—seny) i

. 2x—-1 2x-1 . .. . .
Sustituyendo ahora y = —— ;Z = cosy = cos (T) se obtendria la expresiéon del ejemplo anterior.

II. Aplicaciones de las derivadas
12. En relacién con la grafica de una funcion, la derivada de dicha funcidn en un punto nos indica la pendiente
(inclinacién) de la recta tangente a la curva en dicho punto. De esta manera, la ecuacién de la recta tangente
a la gréfica de una funcién f en x = a sera (siempre que f sea derivable en x = a) de la forma
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(Obsérvese que se trata de la ecuacidn punto-pendiente de la recta que pasa por el punto de la curva (a, f(a)) y

Ejemplo

13. Se deduce de lo anterior que {

tiene pendiente f'(a)).

si f'(a) > 0 entonces f es crecienteenx = a
si f'(a) < 0 entonces f es decrecienteenx = a

. Notese que la pendiente

de la recta tangente en un punto de la curva (que coincide con la derivada de la funcién en dicho punto) nos
indica si la curva, a su paso por dicho punto, va subiendo o bajando. Al estudio de los intervalos en que la
funcidén crece y decrece lo lamaremos también estudio de la monotonia de la funcion.

Las funciones son crecientes en el punto de tangencia
(pendiente positiva-derivada positiva)

Las funciones son decrecientes en el punto de
tangencia (pendiente negativa-derivada negativa)

AN

Ejemplo

14. Alos puntos en los que la derivada es nula (y por lo tanto la recta tangente es horizontal) los llamaremos
puntos criticos. Distinguimos dos tipos: extremos relativos (maximos relativos y minimos relativos) y puntos

de inflexion.

Maximo relativo

Minimo relativo

Puntos de inflexidon

/[

Podemos distinguir entre los tipos anteriores si conocemos la derivada de f en los puntos que estdn a la

izquierda y a la derecha de A.

A la izquierda del punto critico

A la derecha del punto critico

El punto critico es

La funcidn crece

La funcidn decrece

Un maximo relativo

La funcién decrece

La funcidn crece

Un minimo relativo

La funcidn crece

La funcidn crece

Un punto de inflexion

La funcién decrece

La funcién decrece

Un punto de inflexién
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Ejemplo

15. El signo de la segunda derivada nos ofrece informacidn acerca de la curvatura:

e f" >0 = f'creciente = la pendiente de las rectas tangentes va aumentando

A
B
c
L
W es convexa

e [ < 0= f'decreciente = la pendiente de las rectas tangentes va disminuyendo

>%
\f T

e f'(x) =0= ftiene en x = a un punto de inflexion (punto donde cambia la curvatura)

IlI. Problemas deselectividad resueltos. Calculo diferencial.
Ejercicio 1.- Sea la funcién f: (0,+=0) — R definida por f(x) = 1/x +In(x) donde In denota la funcién
logaritmo neperiano.

(a) [1'75 puntos] Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan) en el intervalo [1/e, e].

(b) [0'75 puntes] Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = e.

2012. Modelo 1. Opcién A.

., . . 1 . .
a) Lafuncién es continua en el intervalo cerrado [;, e], por lo que podemos asegurar la existencia de extremos

absolutos de la funcidn en dicho intervalo. Estos se alcanzaran:
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e Enlos extremos del intervalo, o
e Donde la funcion no sea derivable, o
e Donde la derivada de la funcion se anule.

1 1 1
f(—)=—+ln—=e+lne‘1 =e—1=1,718
e/ 1 e
e
1 1
f(e) =E+lne :;+1 = 1,368
Como la funcidn es derivable en todo el intervalo, nos queda estudiar dénde se anula su derivada.

-1 1 x-1 1
f’(X)=F+;= =>[f’(x)=0=)x=1e[z,e]]

x2
1
f)=c+lml=1+0=1

Con lo anterior, podemos asegurar que:

minimo absoluto en x = 1, siendo su valor f(1) =1

1
f alcanza, en el intervalo [Z' e] , SU [ ]

1 1
maximo absoluto en x = —, siendo su valor f (—) =e—1
e e
b) Alser lafuncidn derivable en x = e, la ecuaciéon de la recta tangente a la grafica de la funcion en x = e es:

y—fle=f'(e) (x=e)

. 1 1 -1 : . :
Del apartado anterior sabemos que f(e) = -+ 1= ; ;f'(e) = ee—z Sustituyendo en la expresidn anterior, la

ecuacion de la recta tangente buscada es:

1+4e e—-1
e e?

y — (x—e)=ely-e(lte)=(e—1D(x—-e) =
oely—e(l+e)=(e—-1Dx—-ele—1) = (e—1x—-e?y—ele—1)+e(l+e) =0

Se—1Dx—e?y—e’+tete+e’?=0=(e—1x—e?y+2e=0m

2
Ejercicio 1.- Sea f la funcidn definida por f(x) = _ X parax=-1yx=2.
(x+1)(x-2)
(a) [1 punto] Estudia y calcula las asintotas de la gréafica de f.
(b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

(c) [0'5 puntos] Calcula, si existe, algun punto de la grafica de f donde ésta corta a la asintota horizontal.

2012. Modelo 1. Opcién B.

a) f tendrdn asintotas verticales en x = —1yen x = 2 (valores que anulan el denominador). Estudiemos el
comportamiento de la funcidn respecto de ambas asintotas.
lim f() = = = 4
= = —= o0
- T ===y T ot
2
l' = — = —
A S =Gy T T
) 8 8
S0 =570
) 8
AR S0 =3 =gr =t

Estudiemos si tiene asintotas horizontales:
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I —im =2

Am f) = lim 5 =
2x2

lim f(x) = lim =2

Xx—+00 xot+0x2 —x — 2

Luego f tiene asintota horizontal y = 2 tanto si x — —oo como si x = +oo.
Al tener asintotas horizontales no puede tener asintotas oblicuas. m

b) Para estudiar la monotonia de la funcidn necesitamos conocer el signo de su derivada.
, 4x(x? —x—1) = 2x2(2x — 1) 4x3 —4x? —4x — 4x3 + 2x%?  —2x% —4x
f1e) = (x%2 —x —2)? - (x%2 —x—2)? =(x2—x—2)2=
_ —2x-(x+2)
Sy
f' s6lo puede cambiar de signo en los puntos de discontinuidad y donde se anule.
Puestoque f'(x) =0 & x =06 x = —2 yes discontinuaen x = —1y x = 2, mantendra el signo en los
intervalos (—o, —2), (—2,—1), (—1,0), (0,2), (2, + =)
(=0,=2) | (=2,-1) | (=1,0) | (0,2) | (2, +0)
—2x + + + - -
x+ 2 - + + + +
(x? —x —2)? + + + + +
, —2x-(x+2)
f'(x) = GZ—x—2) - + + y -
f \ 7 7 \ \

f es{ creciente en (=2,—1) U (—1,0)
decreciente en (—o, —2) U (0,2) U (2, +0)

Ademas, posee asintotas verticales en x = —1y x = 2, tiene un maximo relativo en x = 0 y un minimo
relativoenx = -2 =
c) Lagrafica de f cortard a la asintota horizontal y = 2 alli donde f(x) = 2
2x? 5 5
——————— =22 =2x"-2x—4S2x+4=0=x=-2
x+1Dx-2)

La grafica cortard a la asintota horizontal en el punto (—2,2) m (N6tese que buscdbamos el punto con y = 2)

Ejercicio 1.- Sea la funcién f : [1; e] — R definida por f(x) = X - 8In(x) donde In denota la funcién logaritmo
neperiano.

(a) [0'75 puntos] Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

(b) [1 punto] Calcula los extremos absolutos y relativos de la funcién f (abscisas donde se obtienen y
valores que se alcanzan).

(c) [0'75 puntos] Estudia los intervalos de concavidad vy de convexidad.

2012. Modelo 2. Opcién A.

. . . , 8 2x%-8
a) Necesitamos estudiar el signo de f'(x) = 2x — =
Puesto que la derivada es continuasalvoen x =0 ¢ [1,e] yséloseanulasix = -2 ¢ [1l,e]ox =2 € [1,¢e]
sabemos que f’ mantendrd el signo en los intervalos [1,2) , (2, e]
[1,2) (2,e]
2x* -8 — +
x + +
, 2x2 -8
f1@) = - +
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| f | N 7
creciente en (2, e]
decreciente en [1,2)
b) Del estudio de la monotonia del apartado anterior se deducen:

e f posee maximos relativosenx =1yenx=ce

Porlo tanto f es { Se deduce ademds que posee un minimo relativoenx =2 m

e [ posee un Unico minimo relativo en x = 2.

Puesto que la funcién es continua en [1, e], alcanzard un maximo y un minimo absoluto en dicho
intervalo cerrado, que estaran entre los extremos relativos antes enumerados. Asi:

e f posee unminimo absoluto en (2,f(2)) = (2,4 —81n2) = (2,—1'55)
e f(1)=1-8In1=1;f(e) =e?—8lne =e?—8=-061, luego

f posee un méaximo relativo en (e, e? — 8) y un maximo absolutoen(1,1) =

. . 4x-x—(2x%-8)-1 _ 2x°+8
c) Necesitamos conocer el signode f"(x) = (xz 1 _ —— - Puesto que no'se anula nuncay es

continua en el intervalo [1, e], mantendra el mismo signo en todo el intervalo. Como numeradory
denominador son siempre positivos, podemos concluir que f es convexa en todo el intervalo. m

IV. Problemas de selectividad resueltos. Calculo integral.

Ejercicio 2.- Sean f, g: R — R las funciones definidas por f(x) = sen(x) y g(x) = cos(x) respectivamente.
(a) [0'75 puntos] Realiza un esbozo de las gréficas de fy g en el intervalo [0,7/2].
(b) [1'75 puntos] Calcula el area total de los recintos limitados por ambas gréaficas y las rectas x=0 y x=n/2.

2012. Modelo 1. Opcién A.

a)

glr) = oos(r)

054

T
] 0.5 1 151
I

b) El area pedida es la de la regidon sombreada en la representacién gréfica anterior.
Vs

El punto A de corte de f'y g debe cumplir: senx = cosx = % =1l=tgx=1=x=arctg(l) = "

Entonces: Area = f(? If (x) — g(x)| dx = fg(g(x) — f(x))dx + fg(f(x) —g(x))dx =

s
% 4 2
=J cosxdx—j senxdx+J senxdx—f cosx dx =
0 0 z
4

n
2

)

T

— cosx]g — senx]
4

s
= senx]y + cosx]

=¥SE
SEINERY
Il

= (sen% - senO) + (cos% - cosO) - (cos g — cos %) - (sen% — sen %) =
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(e (F-0-D)- s

Ejercicio 2.- [2'5 puntos] Sea f la funcion f: R — R definida por f(x) = xz-cos(x). Determina la primitiva de f
cuya grafica pasa por el punto (7,0).

2012. Modelo 1. Opcién B.

Buscamos F(x) = [ f = [ x%cosx dx . Se trata de una de las integrales indefinidas a las que conviene aplicar la
u=x%=du=2xdx }
dv = cosx dx = v = [ cosx dx = senx)’

integracion por partes [u-dv =u-v — [v-du.Tomando {
Sustituyendo obtenemos F(x) = x? - senx — [ 2xsenx dx.
El problema se reduce ahora a calcular I = [ 2xsenx dx. Volviendo a integrar por partes

{ u=2x=du=2dx
dv = senx dx = v = [ senx dx = —cos x

}.Sustituyendo, I = —2xcosx — f —2cosxdx = —2xcosx + 2senx.
Entonces las primitivas de f son todas las funciones de la forma F (x) = x?senx + 2xcosx — 2senx + C,con C € R.
Puesto que debe pasar por el punto (7, 0) tiene que cumplirse F () = 0, luego:

w2 - senm + 2ncost —2sent +C =0 0-2n—-0+C=0=C =21

La primitiva buscada es F(x) = x?senx + 2xcosx — 2senx +2m ®

Ejercicio 2.- Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = X - 4x

(a) [0'75 puntos] Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

(b) [0'75 puntos] Esboza el recinto limitado por la gréfica de fy la recta y = -x - 2, determinando los puntos
de corte de ambas graficas.

(c) [1 punto] Calcula el area del recinto anterior.

2012. Modelo 2. Opcién A.

a) Laecuacion de la recta tangente es y—f(1)=f"(Dx-1)
f)=1-4=3
fl)=3x*—4=f'(1)=3-4=-1

Sustituyendo, la ecuacion de larecta buscadaesy —3=—-1(x —1) ©x+y—-4=0 =m
b) Los puntos de corte vendran dados por las soluciones de la ecuacion
X3 —4x=—-x-2x3-3x+2=0
Aplicando la regla de Ruffini
1 0 -3 2
1 1 1 -2
1 1 -2 0

(x—1D)x*+x—-2)=0< x =1 (doble) 6x = -2
f(=2)=-8-4(-2)=0; f(1) =3
Los puntos de corte son (—2,0)y (1,3).

Estudiemos el comportamiento de f en el intervalo [—2,1]
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2V3 2V3
fl(x) =3x2—4;|f'(x) =0 x = iT (sélo — 5 estaenel intervalo[—Z,l])]

_ _ _ —2v3 —23
f'mantiene el signo en los intervalos |—2,—— | ¥ —3 1

3
—2v3 —-243
—2,—— —1
3 3

f + -

f 7 \
-2/3 -2 _ o , —2/3
f crece en |—2, 3 ,decrece en 3 1| y tiene por ello un maximo relativo en x = —3

El maximo estard en el punto

(_23ﬁ’f(_23ﬁ)) - <_23\/§’ <_23\/§)3 - 4_23ﬁ> - (_23\/5’_2247\/5 + g;/_i) - (%ﬁ’g)

(Aproximadamente, maximo = (—1'15,3'08) )
También f(0) =0

Podemos esbozar ahora el recinto solicitado

C=-1.15, 3.08)

%]

Fy=-x-

4 A=(2,0r2

‘ 1 1 . . .
c) Area = f_zlf(x) —(—x—-2)|dx = f_zlx3 — 3x + 2|dx. Puesto que la gréfica de f esta por encima de la
recta en todo el intervalo, la funcién resultante es positiva y podemos eliminar el valor absoluto.

A fl 3 3 2 d x* 3x2 2 ! (1 3 2) (16 12 4) 3 I 27 5
frd — — — e — — —— — — — — — — — e — .
rea _Zx x + X = 2 + 2x , = + 5 = = u

Anadir:
Teorema de Bolzano.
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Regla de L'Hopital.

Asintotas.

Extremos absolutos de una funcidn. Toda funcidn continua en un intervalo cerrado posee extremos absolutos en él.
Problemas de optimizacidn.

Teorema fundamental del calculo integral.

Calculo de primitivas elementales.

Regla de Barrow.

Calculo de areas del recinto limitado por una curva y el eje horizontal.
Célculo de areas de recintos limitados por varias curvas.

Obtencidn de primitivas por cambio de variable.

Obtencién de primitivas de funciones racionales.

Integracidn por partes.
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